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Reifenberg 区 域 的 一 种 光滑 化 方法 


洪 广 浩 ， 王立 河 
(西安 交通 大 学 理学 院 应 用 数学 系 ， 西 安 710049) 
#§ E: Reifenberg 区域 是 在 其 边界 上 的 任意 一 点 和 任意 尺度 下 ， 都 满足 一 种 局 部 平坦 条 件 的 区 域 . 我 
们 通过 考虑 磨 光 后 的 区 域 特征 函数 的 上 水 平 集 的 途径 ， 提 供 了 Reifenberg 区 域 的 一 种 光滑 化 方 
法 ， 包 括 从 区 域 的 内 部 逼 近 和 外 部 通 近 . 
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定义 1 设 Qc RR" 是 一 个 区 域 ， 如果 存在 0 < 6 << 1 和 RR> 0， 使 得 对 于 任意 的 x € 689 和 
任意 的 > e (0, 如 ， 都 存在 一 个 单位 向 量 光 z,r) eR", HF 


B,(z) N {y ER” : (y 一 (zz 一 r6fzr)))Fzr))<0)} 
C Pr(z)nncfyeR":( 一 (z+r6filzr)) i(z,7)) <0}, (1) 


这 里 (,) 表示 下 "中 的 标准 内 积 ， 那 么 我 们 称 9 A (6, R)-Reifenberg KIR. 
不 难 验证 ， 条 件 (1) 等 价 于 


HD(ONN B(x), Tor N Br(z)) < ôr, (2) 
其 中 元 是 过 zz 点 且 垂 直 于 (x,7) 的 超 平面 ， 而 
H D(A, B) := max (sup{dist(a, B) : a € A}, sup{dist(b, A) : b € B}) 


是 两 个 集合 A4 和 BB 之 间 的 Hausdorf 距 离 . 

这 种 区 域 由 Reifenberg 在 1960 年 引进 器 ， 该 区 域 的 边界 可 以 是 分 形 2&3， 但 是 只 要 5 充 
分 小 ， 其 边界 局 部 为 n 一 1 维 拓扑 圆 盘 册 45. 近年 来 ，Kenig 和 Toro 研 究 了 Reifenberg K iR 
寺 的 调和 测度 与 Poisson 核 的 性 质 2671， 而 Byun 和 Wang 首 创 了 Reifenberg 区 域 上 的 椭圆 型 
方程 的 研究 &9]， 在 本 文中 我 们 通过 考虑 磨 光 后 的 区 域 特征 函数 的 上 水 平 集 的 办 法 ， 提 供 
了 Reifenberg 区域 的 一 种 光滑 化 方法 . 我 们 的 结果 将 有 助 于 Reifenberg 区 域 上 的 调和 分 析 和 微 
分 方程 等 方面 的 研究 . 本 文 的 目的 是 证 明 如 下 两 个 定理 . 

定理 1 设 避 CR" 是 (6, 尽 )-Reifenberg 区 域 ，56 足 够 小 ， 那 么 ， 存 在 一 列 光 滑 区 域 {Qk}， 
使 得 


HD(Qg, 2) < 4- 27ER, (3) 
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H 884 的 主 曲率 (在 任意 一 点 和 任意 方向 上 ) 不 超过 C2*R-15. 
定理 2 HQ C R" 是 (6,R)-Reifenberg 区 域 , 5 足够 小 ， 那么 存在 单调 递增 的 光滑 区 
HR {Qi} 和 单调 递减 的 光滑 区 域 {TQ8}， 使 得 


CNC CQc CNC, (4) 
HD(Q:, N) <2 RB, (5) 
HD(£,2) < 2-*R, (6) 


H a, 和 898 的 主 曲率 (在 任意 一 点 和 任意 方向 上 ) 不 超过 C2*R-156. 
在 本 文中 ， 带 或 不 带 下 标的 字母 C 都 表示 只 跟 维 数 m“ 有 关 的 常数 ， 出 现在 不 同位 置 的 C 不 
一 定 表 示 同 一 个 值 . 


2 定理 1 的 证 阴 
选取 一 个 适当 的 函数 作为 磨 光子 ， 比 如 
Crexp(—1/(1—|z|?)), mR |z| <1, 
n(x) := 
0, 否则 . 
选择 常数 Ci 使 得 
/ n(x)dz = 1. 
R? 
定义 me(z) := em”n(e-1z)， 设 是 一 个 (6, R)-Reifenberg 区域 ， 定 义 
1, 如果 reg, 
Xo(z) := _ 
0, AR. 
H ne 5 xo 做 卷 积 ， 记 
xela) = (xn eno) =f nee ~ y)dy. 
Be(x)NQ 
一 {a E R” : Xe(Z) = x} Qe := {x € R” : Xe(Z) > 5} 
引 理 1 对 于 e < R/2, RNA 
HD(Le,09) < 46¢. (7) 


证 明 对 任意 一 点 ze Le, Hd := dist(z, ðN), y € an, 使 得 d = ly - r|. 显然 d < e 
为 否则 Xe(z) = 0， 或 者 = 1. W 


B32.(y) := {2 : (z — (y — 2e67i(y, 2€)), (y, 2€)} < 0} N Boe(y), 
Ba.(y) := {2 : (z — (y + 2eðñ(y, 2e)), 7(y, 2€)) > 0} N Boc(y), 
BY.(y) := Bze(y) — (A1 U A2), 

Tå (y) := OBL (v) N Bac(y). 
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A, RITA x € B9.(y)， 且 4 < 4e. 因为 若 z e BL) W 


1 
Xe(Z) = f ne(z — z)dz 之 f me(z 一 Z)dz > 5, 
Be(a)n B(x) NBE.(y) 2 


第 一 个 不 等 式 我 们 用 到 条 件 (1). 同样 地 ， 若 z © Bru) Wxe(x) < 1. 因此 ,，z E€ BL) 
于 是 Baes (2) N ON 元 6， 这 意味 着 d < 48e. 
另 一 方面 ， 对 任意 一 点 y € a0, BE(y) CQ m Byly) CM. 因此 


2 1 a 1 
Xe (y ey efi(y, 26)) > 2， Xe(y 十 en(y, 2e)) < 2 


H ye 的 连续 性 ， 存在 -1<T+<l1， 使 得 xe(y + Tey, 2€)) = i, 而 事实 上 ， 由 前 面 的 分 析 
Ku |r| < 46. 

引 理 2 We, = 一 7i(y,26)， e 是 任何 垂直 于 en 的 单位 向 量 . 车 5 充分 小 ， 那么 对 于 任 
Brel: 我 们 有 导数 估计 











Feo) > Cae 村 xs caie PORZ 
aO) < Csbe™?, xe(z)| < Cae-2， 


= i 2 nla — z)dz + f Cae -z)dz:=ht+h, 
BF. (y)NBe(2) Oen ONB? (yJNBe (2) Oen, 





7 MA YE 多 一 上 m i 
= e(z 一 5)ds 2 J ne(x 一 5)qs 之 Coe” -C2 (5) 一 C? €, 
Tz. (y) OB. (2) TH(y)OBs (2) 2 
a 
Wl < J me(z 一 z)|dz < Pere! CP 5c" = C57}, 
B9,(y) Bela) Den 





其 中 y 是 69 中 距离 > 最 近 的 点 之 一 五 项 估计 的 第 一 个 等 式 用 到 Green AR. 若 5 足 够 小 ， 使 


得 C495 < CY/2， 记 C2 = C2 /2， 就 证 明了 第 一 个 信和 汗 ， 
9 ə ə 
gexo) = (xa * Fc) (x) = f, gC z)dz 
/ ? nea adz+ | i z)dz := ls + I 
= n e ae — Ne T = h is 
Bi wna) OF ONB, (y)NBe(a) FC 


Iz =0, (由 Green AR), 


Zl < f 
B}, (y)QB. (2) 


记 Cs :=0®, WERTEN. 其 它 三 个 可 类 似 证 明 . 


Ppa- ois CPS, (Da Haft). 
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由 隐 函 数 定理 知 ，Ze 是 一 个 光滑 的 超 曲面 . 设 z,y 和 局 部 标 架 如 引 理 2 的 假设 ， 那 么 
在 Bey) 内 ， 我 们 可 以 设 工 是 一 个 n 一 1 元 函数 zx = plz En) := w(zr) 的 图 像 . 
引 理 3 en eee 我 们 有 


[gren < g 61S (27)| < < Cede. 
证 明 ”由 隐 函 数 定理 
9 ap) = -Xlr elar) 
ê 起 Xe(z7,， p(zr))’ 


利用 引 理 2 的 前 两 个 导数 估计 ， 就 得 到 
a c. 
[ren] < G6 
同样 地 ，y 的 2 阶 导 数 可 以 写 为 


2 2 2 
a _ Be2Xe(@r, P(@r)) + fX  [HsPler)]? + 2ye xe: leper) 
zarr) = a i 
Den Xe(TT, yp(xr)) 





将 相应 的 导数 估计 代入 ， 就 得 到 
ə Cabe ?+ Cse? (GB) +2040? G6 . 20s6e-? 
ps ae 
其 中 第 二 个 不 等 式 用 到 5 充分 小 . 
引 理 3 表明 超 曲面 L。 在 其 上 任意 一 点 和 任意 切 方向 上 的 主 曲 率 不 超过 Cebe-1， 另 e = 
27FR, k= 1,2,- 并 记 Qk = 2-kR， 就 证 明了 定理 1. 





一 Cede™!, 


3 ”定理 2 的 证 阴 
用 半 或 主 水 平 集 代 替 寺 水 平 集 ， 就 分 别 得 到 区 域 的 内 逼近 和 外 逼近 .我 们 只 证 明 内 还 近 的 
部 分 ， 外 通 近 的 证 法 完全 相同 .定义 
了 {x ER": Xe(z) = a} Qt := {x E R” : Xe(Z) > 了 
设 0 < Cr < 1， 使 得 3 
a 97(Z)dz = T 
车 6 充分 小 ， 对 于 e < R/2， 我们 有 
(C7 — Cgd)e < HD(L}, 8N) < (C7 + Cgd)e < €. (8) 


证 明 同 引 理 1 的 证 明 类 似 . 

由 距离 的 上 下 界 估计 (8)， 我 们 还 能 得 到 Q+ CQ 和 Qt COL, RE lst < Cy - Cs5. 
ae 引 理 2， 从 而 引 理 3 的 结论 对 2t 仍然 成 立 . 值得 注意 的 是 五 的 下 界 估 计 . 对 于 ze 

+, RESRAN, TH (y) Œ Bex) 内 的 部 分 的 半径 仍然 大 于 


y 1 — (C7 + Cgd)? € > Ce, 


将 这 一 部 分 缩小 一 半 ， 则 me。 FER EA FA OC. 
最 后 ， 另 e = 2-FR, k= 1,2,---, Fig NF = 2 1p 就 证 明了 定理 2. 
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A Smoothing Method for Reifenberg Domains 


HONG Guang-hao, WANG Li-he 


(Department of Applied Mathematics, College of Science, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049) 


Abstract: Reifenberg domains satisfy a kind of locally flat condition at any boundary point and at 


any 


scale. We provide a method of smoothing Reifenberg domains by considering the upper level 


sets of mollified characteristic functions of the domains. Our method includes interior and exterior 


approximations. 
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